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TEMA 1. LENGUAJES FORMALES
Definiciones:

Alfabeto ( ¥ ): Conjunto finito de simbolos gréficos. 21 ={0,1},
2,={ab,cd,..., z}

Subalfabeto ( ¥ ): Subconjunto de un alfabeto. 24 = {c,d} es un
subalfabeto de 2,

Palabra sobre un alfabeto ( x ): Conjunto ordenado, finito de
simbolos del alfabeto con o sin repeticion.

X,y — palabras /a,b — simbolos x = ababa.
Palabra vacia ( A ): La palabra que no contiene simbolos. Ano€ )

Longitud de una palabra (| x |): es igual al n° de simbolos de una
palabra.
x =aabb. — |x|=4, z=\N - |z]|=0
Palabra inversa de una dada (x?): es la palabra con todos sus
simbolos a la inversa.
x~ ' = bbaa, x~' = aabb
Definicién Recursiva: Si|x|=0 — x=A, xt=A // |x]|>0 — 3
wpalabray3Ja € talque x =wa, x™! = aw™?
Palabra simétrica: Una palabra es simétrica si x = x*

Ejemplo: aba es simétrica

Lenguajes universal (3> *): El conjunto de todas las palabras que se
pueden formar sobre ) , incluyendo A.

Concatenacion de palabras (-): Es una operacion entre palabras.
x=ab,y=cd; x-y=abcd



Propiedades:

- Operacion bien definida: x,y e} *— x-ye) *
-Asociativa: x, vy, ze)*x; x - (y - (z)) = ((x-y) - 2)
- Elemento neutro: vxe) * 3 Atalque x - A= A - x = X
- No es conmutativa

- (3%, -) Tiene estructura de semigrupo.

lx-y| = |x[+]y|

Vx,yeX (x-y)t =yt x7t

-xt=x-x-x(iveces) x* = 2

|xt|=i-|x| /) x = xi - xj

Lenguaje Formal: Dado un alfabeto > , L es un lenguaje formal
sobre ) cuando sus palabras cumplen una propiedad. L={x€>* |
x cumple P }

T = Todos los lenguajes sobre ) * (todos los lenguajes posibles sobre
el lenguaje universal)

Operaciones con lenguajes:

Union de lenguajes: Dado un alfabeto > y L1y L lenguajes sobre
>, la unién de dichos lenguajes:

L1 UL2= {XEZ* | X € L1 U Lz}

Propiedades:

- Operacion bien definida.

- Asociativa: vL;,L,,L;: (L;UL,) UL; = L;U(L, UL3)
- Elemento neutro: Elvacio LU ® = ®d UL =L

- Es conmutativa: L; UL, = L, UL,

- ( X%, - ) Tiene estructura de semigrupo con elemento neutro y
conmutativa.



Concatenacion de lenguajes: Dado un alfabeto > y L1y L»
lenguajes sobre ), la concatenacién de dichos lenguajes:

Li - L,={xe)" | 3uely,ve L, x = uv}

Propiedades:

- Operacion bien definida: x,ye}* - x-ye)”

- Asociativa: VL; ,L,,Ls: (Ly- Ly) - Ly =L; - (L, - Lg)
- Elemento neutro: VL € T 3 {A}, L-{A}={A}-L=L

- No es conmutativa

- Tiene estructura de semigrupo con elemento neutro.

Interseccién de lenguajes:

Dado un alfabeto ) y L1y L> lenguajes sobre ), la interseccion de
dichos lenguajes:

LlﬂL2={x€2*|xE LlAXELz}

Propiedades:

- Operacion bien definida:

- Asociativa: VL, ,L,,Ls: (Lin L) NL; =L n (L, n L)
-Elementoneutro: VL €Y —- LN =Yn1L=1L1L

- Es conmutativa: VL, ,L,,L; : (Lyjn L,) N Ly

- Tiene estructura de semigrupo con elemento neutro y conmutativa.

Potencia de un lenguaje:

Dado un alfabeto ) y L lenguaje sobre )
L'=L-L-L..(iveces).

Cierre de un lenguaje (Estrella de Kleene):
L' =UR,L =L°vltul?ul3.;

L’ = {A}

Complementario de un lenguaje:

Dado Y , L complementario de L
L={xeY|xglL}



Leyes de Morgan:
VLl,LZEfI;L_lﬂL_2=L1UL2
L1 N LZ = L_1U L_Z




TEMA 2. GRAMATICAS FORMALES:

Gramatica Formal
Llamaremos Gramatica Formal alacuadrupla G ={Yr ,Xny,S,P}

21 = Alfabeto de Simbolos Terminales: Simbolos que forman parte
de las palabras del lenguaje generado por la graméatica.

>n = Alfabeto de Simbolos No Terminales: Simbolos que participan
en la elaboracion de las palabras.

S = Axioma.
P = Conjunto de las reglas de produccién: De la forma
u:=v;ue Yve Y,u = xAy, x,ye Y ,Ae N

Ejemplo de una gramatica definida por:
G={Xr,2n,S,P}
27={0,1,2,3...,9}

2n={S,A}

S = Axioma

P_{ Su=8SA|A }
~ lA==0]1|2]3|4]5|6]7]8]9

Lenguaje asociado a una gramaética:
Dada una gramética: G={Yr,>n,S,P}

Se llama " Lenguaje asociado a G" 0 " Lenguaje generado por G" al
conjunto

L)={x|S=>xy A x €3}
Es decir, el conjunto de todas las sentencias o palabras de G.

e L(G)={x €Yt | S=, x, siendo =, derivacién}

Formas Sentenciales y sentencias: =_

Dada una gramatica G={Y1,Xn,S,P}
Se denomina forma sentencial de G si se verifica S =, x , x €



Se denomina palabra x de G si se verifica § =, x A x € X1

Tipos de Gramaticas:

Chomsky clasific6 las gramaticas en cuatro grandes grupos
(Go, G1, G2, G3), cada uno de los cuales incluye a los siguientes:

(G3c G2 G1c Go)

Gramaéticas Tipo O:

Son gramaticas que generan los "lenguajes sin restricciones”, sus
producciones son de la forma:

un=v;uey, ve ), u = xAy, X,y € Y, Ae Dy

Puede demostrarse que todo lenguaje representado por una
gramatica de tipo 0 puede ser descrito también por una gramatica de
estructura de frases, cuyas producciones tienen la forma xAy:: = xvy
donde x,y,ve ) " yAedy.

Ejemplo 1: Dada la gramatica ¢ = {{a,b,c},{A,B,C},A,P}
A ::= aABC| abC

P CB = BC
bB ::= bb
bC = b

La produccion CB ::= BC , no esta en forma de estructura de frases.
Las demas producciones si estan en forma de estructura de frases.
Se cambian por:

CB ::= XB
XB ::= XY
XY = BY A ::= aABC| abC
BY == BC CB == XB
La gramatica queda entonces: XB = XY
p XY ::= BY
BY ::= BC
bB o= bb
bC ::= b




Es una gramética de Tipo 0, esta en forma de estructura de frases.

Graméticas Tipo 1:
Sus producciones son de la forma: xAy: : = xvy,
donde x,yeY*,veY*, AeYy; (vno puede serigual a p).

Por tanto, estas gramaticas no pueden contener reglas compresoras.
Se admite una excepcion en el hecho de que la regla S::= A puede
pertenecer al conjunto de producciones de una gramatica de Tipo 1.

Graméticas Tipo 2:
Sus producciones son de laforma: A::=v;dondeve )", A€y ;
(v no puede ser igual a A).

Los lenguajes representados por las gramaticas de Tipo 2 se llaman
“lenguajes independientes del contexto".

Gramaticas Tipo 3:
Estas gramaticas se clasifican en dos grupos:

a) Gramaticas lineales por la izquierda:

En éstas las reglas de producciéon son de la forma:

A =a
A:=x=Va
Su=A
Donde: a € )7, A,V € Xy
S = axioma.

b) Gramaticas lineales por la derecha:

Cuyas reglas de produccion son de la forma:

A =a
An=al
Su=A

Donde: a € Y7, A,V € Y
S = axioma.



Los lenguajes generados por una gramatica de Tipo 3 se denominan
“Lenguajes Regulares".

Para toda gramatica lineal derecha existe una gramatica lineal
izquierda equivalente y para toda gramética lineal izquierda existe
una gramatica lineal derecha equivalente.

Arboles de derivacion:

En general a toda derivacion de una gramatica de Tipo 2 o 3 le
corresponde un arbol.

Ejemplo:

Seala gramatica G={{0,1,2,3...9},{A,B},A,P}

P—{ A:=AB|B
“lB==0]1]2]3]4|5|6]718]9

Y sea la derivaciéon: A - AB - ABB —» BBB —» 1BB —» 13B — 134

El Arbol generado corresponde a esta derivacion:

A
| |
A B
A B
I
B
1
1 3 4

Si una gramatica es de Tipo 3, el arbol correspondiente a cualquier
derivacion sera un arbol binario.

Ambigtedad:

1. Palabra ambigua: una palabra o sentencia es ambigua si tiene, al
menos, dos arboles de derivacion diferentes.

2. Una gramatica es ambigua si contiene al menos una sentencia o
palabra ambigua.
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Gramaticas Bien formadas

Una gramatica bien formada es una gramatica que no tiene que tener:
reglas innecesarias, ni simbolos inaccesibles, ni reglas no
generativas, ni reglas de redenominacion, ni reglas reductoras vy, Si
se tiene S ::= A, hay que eliminar el axioma inducido.

1. Reglas innecesarias

Sondelaformad::=A4, AeN

2. Simbolos inaccesibles:

Un simbolo no-terminal inaccesible desde del axioma se elimina.

Se quiere una gramatica conexa, es decir, todos los simbolos no-
terminales tienen que ser accesibles desde el axioma.

3. Reglas superfluas o0 no generativas:

Reglas superfluas son producciones que tienen en su cadena
simbolos no-terminales que no participan en la elaboracion de
palabras.

4. Reglas de redenominacion:

SondelaformaA:=B | A,B e,

5. Reglas reductoras:

Un produccion de la forma A::=2A | A # S, es una produccién o
regla reductora.

6. Axioma inducido:

Si se tiene en la gramatica la produccién S ::=2A y el axioma S
aparece en la derecha de una produccién se dice que el axioma esta
inducido.
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TEMA 3. AUTOMATAS FINITOS

Un autdmata finito es un modelo computacional que realiza computos
de forma automatica sobre una entrada para producir una salida. Se

representan mediante la quintupla: A = (%,Q,f,qo,F) donde:
X : es un alfabeto, llamado "alfabeto de entrada"

Q: es un conjunto finito no vacio llamado conjunto de estados.
f: es el conjunto de funciones de transicion (f:Q x X — Q)
qo: es el estado inicial del automata(qo € Q)

F: es el conjunto no vacio de "estados finales" (F c Q)

Autdémata Finito Determinista (AFD)

En un autdmata finito determinista, cada estado g € Q en que se
encuentre el autémata, y con cualquier simbolo a € X del alfabeto
de entrada, existe siempre una transicion posible f(q, a).

Para representar los AFD se utilizan dos métodos:

A= ({0,1},{q0,91}, f, 490, F)

La Tabla de Transicion

Es una tabla que representa un AFD cuyas filas estan encabezadas
por los estados y los simbolos del ¥ son el encabezamiento de las
columnas. Tanto el estado inicial como los estados iniciales vienen
marcados debidamente.
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- qo qo q1

@ 91 91

El Diagrama de Transicion

El segundo método de representacion de los AFD es un grafo dirigido
gue se forma de la siguiente manera:

1. El grafo tendra tantos nodos como |Q|, cada nodo sera etiquetado
con un elemento de Q.

2.Si f(qi,e;) = qx, dibujaremos una rama dirigida desde el nodo
g:hasta el nodo gk y se etiqueta dicha rama con e;.

3. El estado inicial se representara con una flecha " »" apuntando al
estado.
4. Los estados finales se sefialaran con un doble circulo.

Definiciones adicionales:
fl@,A)=qVvqeQ

flq,ax) =f(f(q,a),x)Va€Z,a €X', q€EQ

Reconocimiento de un lenguaje por parte de un AFD

Una palabra es reconocida o aceptada por un autdmata si partiendo
del estado inicial se llega al estado final y la concatenacion de las
etiquetas de las transiciones realizadas conforman la palabra.

Se llama lenguaje asociado o reconocido por un autdmata al conjunto
de todas las palabras aceptadas por este.

L={x|x €2 &f(qyp,x) =€F
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Estados Accesibles:

Un estado es accesible si existen transiciones mediante las cuales
se llegue a ese estado.

Todo estado es accesible a si mismo dado que f(q,A) =qVq€eQ

Autdmatas Conexos

Un autdmata es conexo si todos los estados de dicho autdmata son
accesibles desde el estado inicial tras un n° finito de transiciones.

Dado un autdmata no conexo, se puede obtener un autémata que si
es conexo Yy que reconozca el mismo lenguaje al eliminar todos los
estados que no sean accesibles desde el estado inicial.

Estados Equivalentes:

Sea el autdmata finito determinista A ={X,0Q,f,q.,F }

Dos estados p,q € Q son equivalentes si para toda palabra x € Z*,
se verificaque:f(p,x)eF < f(q,x) e F

Se representa pEq.

También se puede decir que son equivalentes en funciéon de su
longitud "n" si para toda palabra x € Z*, |x| < n, se verifica que:

f(p,x)eF = f(q,x)€eF
pEq = pE,q Vn

Autdématas Equivalentes:
Dados dos autdmatas finitos deterministas:
A = {Z;Q;f;qO;F} y B = {ZlinifliporF,}

se dice que son equivalentes entre si, si ambos reconocen el mismo
lenguaje.

Minimizacion de Automatas Finitos Deterministas/ Hallar
Automata Finito Minimo equivalente:

Dado un automata se puede obtener un autbmata equivalente con el
minimo n° de estados si hallamos los conjuntos de estados
equivalentes entre si dentro del mismo automata.
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Suma Directa de Autématas:

Dados dos autdmatas finitos deterministas A={XZ,Q,f,q0,F} Yy
B={ZX,Q,f', py,F'} ynotienen elementos comunes (estados con el
mismo nombre).

Se llama Suma Directa de Ay B al automata C = A @ B;
C=A®B={ZUX,QuQ',f,qy,FUF'}

donde gq,, es uno cualquiera de los estados iniciales, y f se define
como:

f(q,a)=1fi(q,a)siqeqQ
f@.@) =f(q,a)siqgeq * *E*

El procedimiento para calcular la suma directa es:

1. Verificar que no hay estados con el mismo nombre, en caso de
haberlos, renombrarlos.

2.Calcular Q| E (Conjuntos de estados equivalentes) de ambos
automatas (Q, U Q, | E)

3. Construir el nuevo autdmata cuyo estado inicial sera uno de los
dos estados iniciales anteriores.

4. Los estados finales seran aquellos que contengan estados finales.

Isomorfismo:
Dados dos automatas finitos deterministas
A={2,0,f,9,.F}y B={2,Q",f",po,F'}
se dice que son isomorfos si:
| Q| =|Q"|(tienen el mismo n® de estados)
y existe una aplicacién biyectiva i:Q - Q' que cumple:
-i(qy) = i(py). Es decir los estados iniciales son correspondientes

-q € F =i(q) € F'. Es decir los estados finales se corresponden
uno a uno

-i(fu(q, @) = f2(i(q@),a) VaeX y VqeQ

Si dos autdmatas son isomorfos, seran también equivalentes.
A.Isom.B. — A.EqB.
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(que sean equivalentes no quiere decir que sean isomorfos)
A.Eq.B. » A.Isom.B.
(pueden serlo, pero hay que comprobarlo previamente)

Autdmata Finito No Determinista (AFND)

Es un autdbmata que a diferencia de los AFD tiene mas de una o no
tiene ninguna transicion posible para un mismo simbolo. Se puede
dar que:

f(Qq,a)=q,&f(q,a) = q;siendoq, # q, , f(q,b) =4

Un AFND es una séxtupla del tipo A={ZXZ,0Q,f,q,,F,T} donde T
es el conjunto de transiciones entre estados mediante el simbolo A.

. o ab - f a b
b Q {P} {P}
i \ P {Q.z}| o
-
T W )} {Q,Z}
N T T s

T=((W,W),(W,Z),(Z,W),(P,Z))
Cierre de Transiciones:
E(q) = cierre de A Transiciones desde

q =
{ conjunto de estados a los que se llega por medio de A transiciones sucesivas desde q}

flg,)=qVvVqeq
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Ejemplo:

a b Calcular
Y E(P) = {P,Q,R}
. o o E(Q) = (Q.R)
A g E(R) = {R}

Extension de f
f'(q,%)

= {estados a los que se llega por medio de la palabra x desde q incluyendo A transiciones}

Ejemplo:

(a\' b
—
o b ° A

Dado un autdmata finito no determinista A = (%,Q, f,qo,F,T)

Calcular
f'(P,a) = {P}
f'(P,b) ={P,Q,R}

X es una palabra reconocida o aceptada por AFND si:

f'(qo,, x) = {contiene algun estado final}

Lenguaje reconocido por un AFND llamado A:

A si ={x € ¥"|xes aceptado por A}
Paraque 4 € L (AFND) q, debe ser estado inicial y final.

Dado un AFND se puede obtener un AFD equivalente.
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TEMA 4. LENGUAJES REGULARES:

Definicion:

Una expresion regular (ER) expresa el conjunto de palabras
aceptadas por autdbmatas finitos.

Dado el alfabeto ¥ y los simbolos ¢, A,+, -,*, se cumple que:

1. El simbolo ¢ es una expresién regular

2. El simbolo A es una expresion regular

3. Cualquier simbolo a e X, es una expresion regular

4. siaypBsonER's— a+Bya-psonER's

sia € ER — a* es una expresion regular

Solo son ER's las que se pueden obtener las que se pueden
obtener aplicando las reglas anteriores un n° finito de veces

© N O O

sobre los simbolos deX , la palabra vacia A y el conjunto vacio ¢.

Propiedades de las ER

*

>~ Q QR R R

LooNULEWNE

R LG QR
|
N

N il
w N = O
Q
* R
*
| —
*
Il
*

=A+al+a?+--+a*+a™?...
At =A+a-a’
ar=A+a) "1 +a a

6. (a - B)' - a=a -(f-a)"

(a”- B) - at=(at+p)

=
[Ca RN

[EN
~
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Prioridad:

El orden de prioridad de las operaciones cuando aparecen varias
simultdneamente es una expresion regular sera el siguiente:

1) * (cierre)

2) - (concatenacion)

3) + (unidn)

El orden de prioridad puede modificarse mediante paréntesis.

Cada Expresion Regular define un lenguaje regular:
L a=¢ - La) ={¢}

2. a =A1- L(a) = {1}

3. a=a,a€e) - L(a) = {a}

4, ayfsonER's - L(a + B) = L(a)UL(B)

5. ayfsonER's—> L(a - B) = L(a) - L(B)

6. a"esER - L(a") = L(a)"

Teorema de Analisis y Sintesis de Kleene.

Teorema de andlisis: Todo lenguaje aceptado por un autdbmata finito
es un lenguaje regular.

Esto estd relacionado con el "problema de analisis™: "Dado un
autdmata A encontrar la expresion regular que representa L{ A }".

Teorema de Sintesis: Todo lenguaje regular es el lenguaje aceptado
por un autdomata finito.

Dado un lenguaje L representado por una expresion regular, construir
a partir de €l un automata A tal que L(A) =L .

Ecuaciones caracteristicas.

Sea un automata finito A ={2,Q,f,q,,F }. Sea xi el conjunto de las
cadenas capaces de conducir al autbmata desde el estado gi hasta
un estado final.

(si desde gino se puede acceder a un estado final, entonces xi= ¢).
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Por tanto, cada estado tendra su ecuacion caracteristica de la forma
X =A-X+B

Ejemplos:

Dados los autématas (A, B, C) con sus diagramas de transicion:

A b b

A

1) Sus ecuaciones caracteristicas seran:
Xo=b-xo+a-x;+a

Xy =a-xg+b-x;+b

a
b
a
o ° "

2) Sus ecuaciones caracteristicas seran:

x0=a'x1
Xy=a-x;+b-x,+b
X, =b-x,+b
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3) Sus ecuaciones caracteristicas seran:
Xo=a-x;+b-x,+a
X, =A
X, =C-x3+¢cC
X3 =47

Las ecuaciones caracteristicas no pueden resolverse despejando las
variables como si se tratara de ecuaciones algebraicas.

Puesto que el signo "+ " no representa la suma, sino la unién de
conjuntos, el signo "-" no representa la multiplicacion sino la
concatenacion de cadenas.

Resolucion de la ecuacion fundamental

Para resolver la ecuacion fundamental que ya hemos visto que tiene
la forma X =A-X+ B donde X, A y B representan conjuntos de
cadenas, la solucion a dicha ecuacion tiene la forma:

X=A"-B

La solucion del problema de andlisis queda simplificada al siguiente
algoritmo:

1. Escribir las ecuaciones caracteristicas.
2. Resolverlas utilizando la regla:
X=A-X+B = X=A"-B (si Ano pertenece a A)

3. Si el estado inicial es q,, x, nos da las cadenas que conducen
desde g, hasta un estado final y, por tanto, el lenguaje aceptado
por el autbmata.

Derivada de una expresioén regular:

Para dar solucion al problema de Sintesis se introduce el concepto
de derivada de una expresion regular.

Derivada de una ER respecto del simbolo a € )}, es el conjunto de las
colas de todas las palabras representadas por R cuya cabeza es a.

Formalmente: D,(R) ={x| a -x €eR}
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Dicho concepto permite obtener una gramatica de Tipo 3 que

describa el lenguaje L(R).

A partir de las derivadas se puede construir el autdémata finito que

reconozca dicho lenguaje.
Calculo de Derivadas:

Dado el alfabeto X y los simbolos: ¢,

Da(d) = ¢
Da(b) = ¢
Da(a) = A
Da(R+S) = Da(R)+ Da(S)

D,(R*) = D,(R) - R

AL, o, x L

B(R) = siA¢ R

Derivadas Sucesivas D, ,(R) = D,(D,(R))
Dada una Expresion Regular, R cualquiera, el n°® de derivadas

sucesivas de R es finito.

Ejemplo:

1
2
3
4
5. Dy(R-S)= D,(R)-S+B(R)- D,(S) B(R) =Aside R
6
7
8

Sea R = abb* Calcular todas las derivadas distintas de R.

R =Ry, = abb”

D,(Ry) = D,(abb*) = bb* = R,
Dp(Ro) = Dp(abb”) = ¢

Da(Ry) = Da(bb™) = ¢

Dp(Ry) = Dyp(bb*) = b* = R;

Da(Rz) = D,(0") = ¢

Dp(Rz) = Dp(b") =Dp(b) -b" =2A- b*
No hay mas Derivadas. D,(R,) = R,

GLD ={{a,b},{Ry,R{,R; },Ry ,P}

22
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RO = aR1
Rl = bR2| b
R2 = bR2| b

o
Il

Una vez obtenidas las derivadas, construir el autdmata tal que L(A) =R
A={X,0.f,q0.F}

Y =Eselalfabetode R {a,b}

Q= {Son las Distintas Derivadas { R, ,R; ,R, }
f =esta definida f(R,a) =S, siD,(R) =S
o= D\(R)=R

F = D4(R) tal que A e D4(R)

~()—
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